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る。Tornheim は各変数が整数のとき $\zeta$_{MT,2} の値についての研究を行った。
その後 Mordell[3] も同様に r=2 で s_{1}=s_{2}=s_{3} の場合について、値を研究














この級数は2つの不等式 \mathfrak{R}s_{2}>1 、 \mathfrak{R}s_{1}+\mathfrak{R}s_{2}>2 を満たす領域において
絶対収束し、 \mathbb{C}^{2} 空間に有理型に接続されることが知られている。この関
数に対して松本は次の関数等式を与えた。
Theorem 2.1. a21 THEOREM 1)
複素数 u, v に対して次の等式が成り立つ。
\displaystyle \frac{g(u,v)}{(2 $\pi$)^{u+v-1} $\Gamma$(1-u)}=\frac{g(1-v,1-u)}{i^{u+v-1} $\Gamma$(v)}+2i\sin(\frac{ $\pi$}{2}(u+v-1))F_{+}(u, v)
(2.1)
ただし関数凡(u, v) 、 g(u, v) はそれぞれ次のように定義される。
F_{+}(u, v):=\displaystyle \sum_{k=1}^{\infty}$\sigma$_{u+v-1}(k) $\Psi$(v, u+v;2 $\pi$ ik) (22)
g(u, v):=$\zeta$_{EZ,2}(u, v)-\displaystyle \frac{ $\Gamma$(1-u)}{ $\Gamma$(v)} $\Gamma$(u+v-1) $\zeta$(u+v-1) (2.3)
また似勿と似3) の定義では約数関数 $\sigma$_{l}(k):=\displaystyle \sum_{d|k}d^{l} と合流型超幾何
関数
 $\Psi$(a, c;x):=\displaystyle \frac{1}{ $\Gamma$(a)}\int_{0}^{\infty e^{x $\phi$}}e^{-xy}y^{a-1}(1+y)^{c-a-1}dy
を用いた。 (\mathfrak{R}a>0, - $\pi$< $\phi$< $\pi$, | $\phi$+\arg x|< $\pi$/2)
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関数 (2.2) はそのままでは不等式 \mathfrak{R}u<0 、 \mathfrak{R}v>1 を満たす領域でしか
収束しないが、 \mathbb{C}^{2} 空間上まで有理型に接続できるため、関数恥(u, v) は
\mathbb{C}^{2} 上で定義されることに注意しておく。
定理2.1の式 (2. 1) はそのままではEuler‐Zagier型2重ゼータ関数の関
数等式とは分かりにくいが、実際に Euler‐Zagier型2重ゼータ関数の関
数等式となっている。式(2.1) の左辺と右辺第1項を見比べてみると、関
数 g(u, v) には2点 (u, v) と (1-v, 1-u) の間に関係があることが見てと
れる。これにより式(2.1) は g(u, v) の関数等式になっていることが分かる







$\sigma$_{a}(\displaystyle \ell_{1}, \ldots, \ell_{r}):=\sum_{d|\ell_{1},\ldots,d|\ell_{r}}d^{a}
$\sigma$_{MT,r}(s_{1}, \displaystyle \ldots, s_{r}, s_{r+1};\ell_{1}, \ldots, \ell_{r}):=\sum_{d_{1}|\ell_{1},\ldots,d_{r}|\ell_{r}}d_{1}^{S1}\cdots d_{r}^{s_{r}}(d_{1}+\cdots+d_{r})^{s_{r+1}}
ただし \ell_{1} , . . . , \ell_{r} は正の整数とし a は複素数とする。またEuler‐Zagier型
2重ゼータ関数の関数等式では関数 F_{+}(u, v) と g(u, v) を用いたが、その
Mordell‐Tornheim型多重ゼータ関数版として F_{r}^{\pm}(\mathrm{s}_{1}, \ldots, s_{r+1}) と g_{r}(s_{1}, . . . , s_{r+1})
をそれぞれ次のように定義する。
F_{r}^{\pm}(s_{1}, \displaystyle \ldots, s_{r+1})=\sum_{\ell_{1},\ldots,\ell_{r-1}=1}^{\infty}\frac{$\sigma$_{s_{1}+\cdots+s_{r}+1-1}(\ell_{1},\ldots,\ell_{r-1})}{\ell_{1^{1}}^{s}\cdots\ell_{r-1}^{s_{r-1}}}
\times $\Psi$(s_{r+1}, s_{ $\tau$}+s_{r+1};\pm 2 $\pi$ i(l_{1}+\cdots+\ell_{r-1})) (2.4)
g_{r}(s_{1}, \ldots, s_{r+1}):=$\zeta$_{MT,r}(s_{1}, \ldots, s_{r};s_{r+1})
-\displaystyle \frac{ $\Gamma$(1-s_{r}) $\Gamma$(s_{r}+s_{r+1}-1)}{ $\Gamma$(s_{r+1})}$\zeta$_{MT,r-1}(s_{1}, \ldots, s_{r-1};s_{r}+s_{r+1}-1)
(2.5)
ただし h(z)=1/(e^{z}-1)-1/z とする。上の式 (2.4) の右辺の級数は不等
式 \mathfrak{R}sj >1(j=1,2, \ldots, r-1) 、 \mathfrak{R}s_{r}<0 、 \mathfrak{R}s_{r+1}>0 を満たす範囲でし
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+e^{\frac{ $\pi$ i}{2}(s_{r}+s_{r+1}-1)}F_{r}^{+}(s_{1}, \ldots, s_{r+1})+e^{-\frac{ $\pi$}{2}(s_{r}+s_{r+1}-1)}F_{r}^{-}(s_{1}, \ldots, s_{r+1})
=\displaystyle \frac{g_{r}(s_{1},\ldots,s_{r-1},s_{r},s_{r+1})}{(2 $\pi$)^{s_{r}+s_{r}+1-1} $\Gamma$(1-s_{r})}
+e^{-\frac{ $\pi$}{2}(s_{r}+s_{f}+1-1)}\displaystyle \sum_{\ell_{1},\ldots,\ell_{r-1}=1}^{\infty}$\sigma$_{MT,r-1}(\mathrm{s}_{\mathrm{u}}\ldots, s_{r-1}, s_{r}+s_{r+1}-1;\ell_{1}, \ldots, P_{r-1})
\times\{ $\Psi$(s_{r+1}, s_{r}+s_{r+1};2 $\pi$ i(\ell_{1}+\cdots+\ell_{r-1}))
+ $\Psi$(s_{r+1}, s_{r}+s_{r+1};-2 $\pi$ i(\ell_{1}+\cdots+\ell_{r-1}))\}
上の定理2.2は定理2.1と同様に、一見Mordell‐Tornheim型多重ゼータ
関数の関数等式には見えないかもしれない。しかし、定理2.2の式の両辺の
第1項を見比べてみると、関数 g_{r}(s_{1}, \ldots, s_{r+1}) には2点(sl, . . . , s_{r-1}, s_{r}, s_{r+1} )
と (-s_{1}, \ldots, -s_{r-1},1-s_{r+1},1-s_{r}) の間に関係があることが分かり、更





において r=2 とおいて ( s_{1} , s2, S3 ) =(0, u, v) を代入すると定理2.1が得
られる。このことを非常に簡単にではあるが見てみよう。
r=2 のとき関数 g2( s_{1} , s2, S3) は次のようになる。
g_{2}(s_{1}, s_{2}, s_{3})=$\zeta$_{MT,2}(s_{1}, s_{2};s_{3})-\displaystyle \frac{ $\Gamma$(1-s_{2}) $\Gamma$(s_{2}+s_{3}-1)}{ $\Gamma$(s_{3})}$\zeta$_{MT,1}(s_{1};s_{2}+s_{3}-1)
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この式に Mordell‐Tornheim型多重ゼータ関数の定義からすぐに得られ
る2つの関係式 $\zeta$_{MT,2} (0, s_{1} ;s2) =$\zeta$_{EZ,2} ( s_{1} , s2) と $\zeta$_{MT,1}(0;s_{1}+s_{2}-1)=
 $\zeta$(s_{1}+s_{2}-1) を用いれば
g_{2}(0, u, v)=g(u, v) (3.1)
となることが分かる。同様に次の2つの関係式も簡単に得ることができる。
F_{2}^{\pm}(0, u, v)=\displaystyle \sum_{\ell=1}^{\infty}$\sigma$_{u+v-1}(\ell) $\Psi$(v, u+v;\pm 2 $\pi$ i\ell) (3.2)
$\sigma$_{MT,1}(0, u+v-1;P)=$\sigma$_{u+v-1}(P) (3.3)
これらの式 (3.1) 、 (3.2) 、(3.3) を定理2.2に代入すると定理2.1を得るこ
とができる。
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